Autour du concept de nombre

Fabien Besnard*

26 Janvier 2000

1 Introduction

Le concept de nombre peut paraitre aujourd’hui intuitivement évident. Pour-
tant, en se penchant sur I’histoire des mathématiques, force est de constater
que ce concept a extraordinairement évolué. En partant des entiers naturels,
pour arriver aux quantités non-commutatives au comportement étrange, qui
sont pourtant si présentes dans les mathématiques et la physique modernes, je
vais tenter un rapide survol de cette évolution.

2 Les entiers naturels

Il est clair qu’il fut un temps ou les hommes ignoraient tout du concept de
nombre entier. Jusqu’a récemment!, chez certaines peuplades, la suite des entiers
s’arrétait...a 2! (On comptait de la sorte : un, deux,. . .beaucoup)

Toutefois, ces hommes qu’on pourrait appeler “pré-numériques” ne sont pas
démunis face aux situations quotidiennes. Ainsi, imaginons un homme de Cro-
magnon, appelons-le Tik, chargé de veiller sur un troupeau de 8 moutons.

Tik ne sait pas compter, mais il aimerait bien savoir si tous ses moutons sont
bien rentrés a I’enclos. Rien de plus facile! Le premier jour, il fait sortir ses
bétes une par une, en faisant & chaque fois une encoche dans un os ou dans un
baton, par exemple. Des lors, Tik n’aura qu’a faire rentrer ses moutons un par
un, en faisant simultanément glisser son doigt d’une encoche a l'autre. Cette
technique a été utilisée il y a au moins 30000 ans, comme en témoigne un radius
de loup retrouvé en république Tcheque, comportant 45 encoches. Mais cette
technique est plus qu’une astuce. Qu’a fait Tik? Il a réalisé un appariement
entre les moutons et les encoches, ce qu’en termes mathématiques on appelle
une bijection, f, de I’ensemble M des moutons dans I’ensemble E des encoches.
Rappelons qu’une bijection est une application qui possede les deux propriétés
suivantes : elle envoie deux éléments distincts sur deux éléments distincts (elle
est injective), et tout élément de I’ensemble d’arrivée est I'image d’au moins un
élément de ensemble de départ (elle est surjective).
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Fig.1. Une bijection

Mais Tik pourra bientot se rendre compte que d’autres ensembles peuvent
étre mis en bijection avec E. Ces ensembles possedent une propriété commune
indépendante de la nature de leurs éléments. Cette propriété, on peut 'appe-
ler “avoir 8 éléments”, c’est ainsi que nait le concept abstrait du “nombre 8”.
Tik utilisera son baton pour reconnaitre les ensembles a 8 éléments : c’est un
représentant particulier parmi ces ensembles, qui sert de référence. La suite des
entiers naturels (0, 1, 2, etc...) n’est rien d’autre qu’'une référence universelle
arbitraire, apprise par coeur, qui a le méme usage (en plus facile a transporter)
qu'une infinité de batons de comptage!

Faisons un bond de plusieurs millénaires pour examiner la maniere dont les
mathématiciens de la fin du XIXe siécle et du début du XXe ont répondu a
cette question. A cette époque, on a voulu fonder les mathématiques sur des
bases rigoureuses?. Pour cela on a inventé la théorie des ensembles, ces entités
semblant étre a la base méme de la pensée mathématique, comme j’ai essayé de
Iillustrer avec mon exemple “préhistorique”. Construire une théorie cohérente
des ensembles souleve de nombreux problémes, mais nous n’en parlerons pas,
nous contentant de la théorie intuitive, qu’on enseigne au college. Voyons donc
comment on définit les entiers naturels a partir des ensembles, en reproduisant
en quelque sorte I'idée de Tik.

Pour tout ensemble x, on note s(z) = z U {z}, qu'on appelle “successeur”
de z. Notez bien que x U {z} # x! Par exemple, si = est '’ensemble {a;b},
s(x) = {a;b} U {{a;b}} = {a;b; {a; b} }.

Voyons ce que cela donne, en partant de I’ensemble vide : s(f) = QU {0} = {0},
puis s(s(0)) = {0} U {{0}} = {0, {0}}, etc...On remarque que le vide contient
0 éléments, alors que s()) en contient un, et s(s(f)) deux, etc...On postule
alors (c’est un axiome de la théorie des ensembles, qu’il existe un ensemble N,

2(’6tait le cas aussi du temps d’Euclide, mais entre temps les critéres de rigueurs ont été
renforcés



qui contient @), et tous ses successeurs, et rien d’autre. Nous n’avons plus qu’a
introduire les notations abrégées : 0 = 0, 1 = {0}, etc. ..
C’est assez amusant de constater que tout est défini a partir du vide!

Mais entre I’Aurignacien et la fin du XIXe siecle, bien d’autres nombres que les
entiers naturels ont été découverts! Revenons un peu sur cette histoire.

3 Les fractions et les entiers relatifs

Les nécessités du calcul, notamment pour 'agriculture, 'architecture, ont conduit
les égyptiens, les babyloniens, et d’autres encore, a utiliser des fractions. Ce-
pendant, celles-ci furent longues & étre considérées comme des nombres a part
entiere. Euclide, par exemple, répugnait a les utiliser. A leur place, il avait
construit une théorie subtile, celle des nombres “commensurables”. Deux gran-
deurs A et B de méme espece (par exemple 2 longueurs, 2 aires, etc...), sont
dites commensurables ssi il existe une autre grandeur C, de méme espece, et 2
entiers p et q, tels que :

A=pC
B =qC

Et ce n’est pas avant ’dge moderne (apres la Renaissance), qu'on a pu écrire
quelque chose comme :

Les calculs sur les fractions, de plus en plus considérées comme de vrais nombres,
se sont tout de méme répandus, notamment apres Diophante, mais on a long-
temps gardé 'idée que A et B devaient étre des grandeurs de méme nature.
En particulier, Galilée n’a jamais été en mesure d’écrire la formule v = %!
Nous allons bientot voir comment les mathématiciens d’aujourd’hui définissent
les fractions, mais comme ce n’est pas si évident, nous allons d’abord nous at-
taquer a une espece de nombre qui de nos jours semble plus intuitive, et qui
pourtant a mis encore plus de temps a rentrer dans les moeurs : les nombres
négatifs.

En effet, méme si les mathématiciens chinois s’en servaient au premier siecle
apres J.C., les nombres négatifs rencontrerent encore des réticences chez certains
de leurs confreres européens jusqu’au XVIIle siecle. Peut-étre parce qu’avant de
passer aux négatifs il fallait d’abord découvrir le zéro, ce qui a pris du temps.
Mais méme si aujourd’hui il semble facile de donner aux jeunes 'intuition des
entiers relatifs, en se servant par exemple de I'image du thermometre avec ses
températures négatives, qui a contribué a populariser cette notion, la construc-
tion rigoureuse de ces nombres demande une attention un peu plus soutenue.
Connaissant N et I'addition, il n’est pas difficile, dans un premier temps, de
définir les différences a — b, avec a > b. Un entier relatif sera alors simplement
une “différence généralisée”, ou a pourra étre plus petit que b. Comment rendre
cette idée rigoureuse ?



A premiere vue, une différence est donnée par un couple d’entier (a,b) € N x N.
Cependant, si ¢ € N, (a+c¢) — (b+¢) = a — b, donc les couples (a + ¢, b+ c) et
(a,b) doivent représenter la méme différence, or ce sont des couples différents.
Pour nous sortir de ce mauvais pas, nous allons introduire la notion de “relation
d’équivalence”. Pour expliquer cette notion, nous allons partir d’'un exemple
completement idiot! Sur n’importe quel ensemble F, la relation “étre égal a”
est une relation d’équivalence, ce qui veut dire que pour tous z,y,z € E, on a :

r =2

siz=yalorsy==x
six=yety=z alorsx =z

Mais vous connaissez sturement une relation d’équivalence un peu moins stupide,
qui est définie sur 'ensemble D des droites du plan (ou de 'espace) : la relation
“étre parallele 3”. On a en effet, pour toutes droites d,d’,d” € D :

dl d

sid| d alorsd || d
sid||d etd | d’, alorsd]| d’

Ce qui est intéressant avec une relation d’équivalence, c’est qu’elle découpe I'en-
semble en “tranches”, qu’on appelle des “classes d’équivalence”. Par exemple,
pour la relation ||, la classe d’équivalence de la droite d est ’ensemble de toutes
les droites qui sont paralleles a d. Dans ce cas, la classe d’équivalence s’appelle
“direction”. Dans la figure 2, on a illustré ce phénomene sur un ensemble fini
{a;b;¢;d;e; f}, sur lequel on a défini la relation d’équivalence ~, qui vérifie
a~b,c~d, etd~e.

cd e classes

v d'équivalence

Fig.2. Partition d’un ensemble en classes d’équivalence. f est tout seul dans sa classe, car il

n’est équivalent qu’a lui-méme.

Revenons a nos couples d’entiers : définissons sur N x N la relation d’équivalence
suivante :

(a,b) ~ (¢,d) ssia+d=b+c (1)
(On aurait pu avoir envie d’écrire @ — b = ¢ — d, mais cette soustraction n’est
pas toujours possible, puisqu’on ne connait pas encore les nombres négatifs!)



Vérifions que nous avons bien une relation d’équivalence : on a (a,b) ~ (a,b),
car a +b=a+b. Si (a,b) ~ (¢,d), alors (¢,d) ~ (a,b), car sia+d =b+ ¢, on
a aussi ¢ + b = d + a. Je vous laisse le soin de vérifier la derniére propriété.

Ce que nous allons baptiser “entier relatif”, ce sera une classe d’équivalence
pour cette relation. Ca peut paraitre bizarre, mais nous allons voir que nous
avons bien “capté” la notion que nous voulions. En effet, si nous notons (a,b)
la classe d’équivalence du couple (a,b), c’est-a-dire 'ensemble des couples qui
sont équivalents au couple (a,b), on a par exemple :

(37 2) = {(L 0)7 (2a 1); (Sa 2); (4a 3)7 .- }

(ce sont tous les couples (a, b) tels que la différence a — b vaut 1) ou encore :

m ={(0,1);(1,2);(2,3);.. .}

(ce sont tous les couples (a,b) tels que b —a = 1)

(2,3)

(0,1

(1,0) N

Fig.3. Les classes d’équivalences (3,2) et (2, 3).

On remarque immédiatement que dans m il y a un élément plus sympathique :
c’est (1,0), et dans (2,3), il y a (0,1). Donc (3,2) = (1,0), et (2,3) = (0,1). De
méme, si a > b, (a,b) = (a—b,0), et si a <, (a,b) = (0,b — a). Pour retrouver
les entiers relatifs que nous connaissons et aimons, il n’y aura plus qu’une étape
a franchir : introduire la notation (c,0) = ¢, et (0,¢) = —c.

Mais avant toute chose, il nous faut dire comment on additionne ou multiplie
deux entiers relatifs, sachant comment ’on fait avec des entiers naturels. Il suffit
pour cela de s’inspirer des formules pour les différences d’entiers naturels :

(a=b)+(c—d)=(a+c)—(b+4d)

(a—10b) x (¢ —d) = (ac+ bd) — (ad + bc)



Ce qui, traduit pour les couples, donne :
(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d) (2)
(a,b) x (¢,d) = (ac+ bd, ad + be) (3)

Mais pour passer a Z, encore faut-il passer des couples aux classes, c’est-a-dire
mettre une barre sur la téte des deux formules précédentes :

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) (4)
(a,b) x (c,d) = (ac + bd, ad + bc) (5)

Ceci est possible & une condition : que dans les formules (2) et (3) les résultats
ne changent pas lorsqu’on remplace un couple par un couple équivalent. En
effet, on a par exemple (3,1) ~ (4,2), donc (3,1) = (4,2). Par conséquent, les
formules (4) et (5) ne doivent pas changer si on prend a =3 et b=1,0oua =4
et b=2.

On peut vérifier facilement que cette condition est vérifiée.

C’est maintenant que nous pouvons pleinement justifier la notation m =c.
En effet, rien ne distingue du point de vue de 'addition et de la multiplication
Pentier ¢ de la classe (¢, 0), puisqu’on a :

(a,0)+ (b,0) = (a+ b,0) (6)
(a,0) x (b,0) = (ab,0) (1)

Nous pouvons donc identifier N avec I’ensemble des classes du type (c,0), et
considérer que N C Z.

Passons maintenant & Q. La méthode est tres similaire. Pour se donner une
fraction a/b, il faut naturellement se donner un couple d’entiers (a,b) € Z x Z*
avec b # 0. Mais si ad = be, les fractions a/b et ¢/d sont égales, on va donc
identifier les couples correspondants, en introduisant la relation d’équivalence :

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be (8)

(remarquer que c’est exactement la formule (1) & ceci prés que la multiplication
remplace ’addition)
On s’inspirant des formules

a ¢ ad+bc ac ac

5TdT T Bdw ®)
On définit aussi une addition et une multiplication pour les couples :
(a,0) + (c,d) = (ad + be,bd),  (a,b)(c,d) = (ac, bd) (10)

On vérifie que ces deux lois sont compatibles avec la relation d’équivalence (i.e.
elles ne changent pas si on remplace un couple par un couple équivalent), et on
appelle “fraction a/b” la classe d’équivalence du couple a/b. On notera bien sir
Q l'ensemble des fractions. De méme qu’on a identifié N avec un sous-ensemble
de Z, on identifie Z avec 'ensemble des fractions du type a/1, et on se permet
d’écrire Z C Q.



4 Les nombres réels

Les nombres que nous avons construits jusqu’ici permettent de résoudre des
équations, comme 2x = 3 ou x + 8 = 5 qui sinon seraient impossibles. Mais
depuis la plus haute antiquité, d’autres équations ont eveillé la curiosité des
mathématiciens : celles du second degré.

Or, les pythagoriciens avaient découvert que 1’équation 22 = 2 n’a pas de solu-
tion dans Q (tout cela étant dit en termes modernes, bien sir). Rappelons la
démonstration, qui est tres simple. On suppose qu’une solution = € Q existe,
et on écrit = sous forme de fraction irréductible, c’est-a-dire x = p/q, avec p et
q deux entiers premiers entre eux. On a donc p? = 2¢?, ce qui montre que p?
est pair. Mais comme le carré d’un nombre impair est impair, p ne saurait étre
impair, il est donc pair. On peut donc écrire p = 2p’, avec p’ entier. Mais alors
on a (2p')% = 2¢%, ce qui donne 2p’* = ¢2, et par le méme raisonnement, on voit
que q est pair. Mais on avait supposé que p et g étaient premiers entre eux, c’est
donc absurde.

Ceci a profondément troublé les pythagoriciens, car ils pensaient que tous les
nombres étaient rationnels. On dit qu’il se transmettaient le secret de la preuve
de Dirrationalité de v/2 uniquement entre initiés!

Ce qui est en effet troublant, ce que ’on peut difficilement décréter que I’équation
22 = 2 n’admet pas de solution, puisque c’est ’équation que doit vérifier la lon-
gueur de la diagonale d’un carré de coté 1!

Fig.4. 22 =2

On voit ici que c’est la géométrie qui va pousser les mathématiciens a enrichir
leur bestiaire de nombres. Mais ceci va les conduire a une nouvelle abstraction :
la notion de limite.

En effet, on peut facilement construire une suite (u,) de nombres rationnels,
qui s’approche de plus en plus de z, sans jamais I’atteindre, par la méthode des
intervalles emboités.

Comme 12 < 2 < 22 on en déduit que x € [1,2]. On commence donc par poser
up = 1.5, qui sera notre premiére approximation de x. Mais comme u? > 2, on

1+u
sait que x € [1,u1], et on pose uy = +2 L = 1.25. Cette fois u3 < 2, donc
U U
x € [ug,u1], et on pose uz = L, etc...On peut voir facilement que les
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termes de la suite se rapprochent de plus en plus les uns des autres (vous pouvez
vous amusez & vérifier que pour tout n et pour tout p, |Unt+p — Un| < 27™). On
dit que c’est une suite de Cauchy. En décrétant qu’il existe une limite unique,
notée \/5, on crée une nouvelle sorte de nombre, obtenu comme limite d’une
suite de rationnels, ou si 'on veut, par approximations successives. Mais a-t-on
le droit de décréter cela? Rappelons-nous quelle était la situation lorsque nous
avons construit les entiers relatifs : nous voulions résoudre une équation du type
x4+ a = b, avec a > b. Nous aurions pu aussi “décréter”, c’est-a-dire poser des
axiomes, que de tels nombres existaient, et qu’on pouvait leur appliquer les regles
usuelles de l'algebre, en ajoutant simplement la “régle des signes” (— x — = +,
etc...). En fait, c’est comme cela qu'on fait dans I’enseignement scolaire. Mais
on pourrait se demander si tout cela a bien un sens? La construction de Z a
partir de N que nous avons donnée montre que si N a un sens, alors Z aussi.
De la méme maniere, nous pouvons nous “rassurer” en construisant a partir de
Q un ensemble R, constitué de “classes d’équivalence de suites de Cauchy”, et
vérifiant toutes les propriétés que 1’on est en droit d’attendre des nombres réels.

u2 ul uf
[ L 11 1
L L L |1 J
1 x 1.5 2

Fig.5. Approximation de v/2.

Je vous épargnerai cette construction, mais a la place, je vais résumer la situa-
tion jusqu’a maintenant. Au début nous avons dit ce qu’était un entier, et nous
avons admis qu’il existe un ensemble, N, les contenant tous, et ne contenant
qu’eux®. Puis, nous avons construit un ensemble Z et des regles d’addition et
de multiplication se comportant exactement comme il faut*. Nous avons ensuite
évoqué la construction de Q sur le méme principe. Jusque la, on pouvait haus-
ser les épaules devant tant de sophistication inutile, alors que “I’on sait bien ce
que sont les nombres rationnels”. Toutefois, on voit que plus I'on s’éloigne de I’
expérience sensible, par exemple par l'introduction des nombres réels (pourquoi
y a-t-il un élément, de surcroit unique, dans l'intersection de tous les intervalles
emboités? Bonne question!), plus on a besoin de s’appuyer sur des construc-
tions rigoureuses, de plus en plus abstraites. Mais la suite de I’histoire devrait
convaincre méme les plus sceptiques. ..

3(C’est le maillon faible de la chaine, mais ceci est une autre histoire!
4En fait, nous n’avons pas défini ’addition et la multiplication sur N, mais ceci n’est pas
difficile.



5 Les nombres complexes

Il se trouve qu’en plus de la découverte des nombres irrationnels, I’étude des
équations polynomiales, du type :

anx” +...+a1x+ag=0 (11)

a permis de mettre en évidence un autre type de nombres : les nombres com-
plexes®.

En effet, les algébristes italiens du XVlIe siecle ont trouvé une méthode pour
résoudre les équations du 3e degré. On élimine d’abord le terme du 2e degré
(c’est toujours possible, par un changement de variable approprié). L’équation

se présente donc sous la forme :
23 =pr+q (12)
On voit facilement que si u et v vérifient :

uv =

_a Wi

u3—|—v3=

alors = u + v est solution de (12). Mais grace & (13) et (14) on connait la
somme et le produit de u? et v3. On peut donc trouver ces 2 derniers nombres
comme solutions de 1’équation du second degré :

3

X2—qX+g—7=O (15)
A — VA 4p?
Donc u? = # et v3 = %_, oul A =¢°— % est le discriminant de

I’équation (15). Donc :

:t:u—H):‘rs\/(]—i—z\/z—|—3\/q_2\/Z (16)

Ceci n’a de sens que si A > 0. Toutefois, si on prend par exemple p = 6, g = —4,
on a A = —16. Et en faisant comme si cela avait un sens, on trouve gréace a

—44+/—16
(15) : w3 = i A -2+ 2y/—1, et v3 = —2 — 24/—1. Pour continuer
ces calculs délirants, il faut prendre “la racine cubique” de ces 2 quantités!

Or, on constate en utilisant la formule (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b> que
(1+vV-1)p3=-2+2/1 =13 et (1 - /-1)? = -2 —2y/~1 =03 On voit que
si on pose :
r=ut+v=1+v-1+1—-+v—-1=2
511 ne faudrait pas déduire de ce qui précede que les tous les nombres réels sont solutions

d’équations du type (11) a coefficients rationnels. Ce n’est pas le cas de 7, par exemple, comme
I’a démontré Von Lindemann en 1882




on a bien une solution de I’équation 23 = 62 —4! Donc, en utilisant ces quantités
“imaginaires” que sont les racines de nombres négatifs dans les formules, on voit
qu’elles s’éliminent mutuellement, et qu’on trouve une solution de ’équation. Les
mathématiciens ont donc continué a utiliser, bien que souvent a contre-coeur,
les nombres imaginaires afin de trouver des solutions aux équations polyno-
miales. Ce faisant, ils n’ont jamais rencontré aucune contradiction : tout se
passe comme si on pouvait ajouter aux nombres réels un nombre imaginaire
i = +/—1, vérifiant i> = —1, et considérer I’ensemble C des nombres complexes
a +1ib, a,b € R, sur lesquels on calcule exactement comme on a I’habitude. On
peut méme montrer que tout polynome de degré n possede exactement n racines
dans C, en comptant éventuellement les racines multiples (c’est le théoreéme de
D’Alembert-Gauss)®.

Mais il est tres facile de justifier tous ces calculs : en définissant sur les couples
de réels les lois suivantes :

(a,b) + (a',0') = (a+ad',b+ ) (17)
(a,b)(a’,b") = (aa’ — bb', ab’ + ba’) (18)

On peut alors vérifier que I'addition et la multiplication que nous venons de
définir possedent toutes les propriétés usuelles : commutativité, associativité,
distributivité de la multiplication par rapport a ’addition, etc...En outre, les
couples de la forme (a,0) se comportent exactement comme des réels : (a,0) +
(a’,0) = (a+d’,0), (a,0)(a’,0) = (aa’,0). On remarque aussi qu'on a (1,0)(a, b) =
(a,b), pour tout couple (a,b), et (0,1)% = (0,1)(0,1) = (—1,0). Enfin, on a :

(a,b) = (a,0) +(0,1)(b,0)

11 suffit donc maintenant d’identifier le couple (a,0) avec le réel a, et de poser
i = (0, 1) pour retrouver la notation :

(a,b) =a+1idb

C’est exactement ce qu’a fait Gauss en introduisant la représentation du plan
complexe. Dans le langage d’aujourd’hui on dirait simplement qu'un couple de
réels n’est rien d’autre qu'un vecteur du plan, et que les lois (a,b) + (a/,V') =
(a+da',b4+V) et (a,0)(a’,b") = (aa’,ab) correspondent exactement & 1’addition
des vecteurs et a la multiplication d’un vecteur par un scalaire.

Les nombres complexes ont permis la création de théories entiérement nou-
velles, d’une importance considérable, telle I’analyse complexe. IIs se sont de plus
révélés de puissants outils dans presque toutes les branches des mathématiques,
et par ricochet dans certaines parties importantes de la physique (certains
d’entre vous s’en sont peut-étre déja servi en électricité). Mais on pourait croire
que ce ne sont la que d’habiles raccourcis, dont la physique saurait éventuellement
se passer. C’est peut-étre vrai pour ’électricité, mais ¢a ne l'est plus du tout
pour la physique quantique : cette théorie utilise de maniere fondamentale les
nombres complexes.

SToutefois, pour les équations de degré 5 ou plus, il n’existe pas de formule telle que (16)
qui donne les racines, comme 1’a montré Galois.
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Fig.6. Le complexe z = a + ib vu comme vecteur du plan. Les vecteurs horizontaux sont les

nombres réels.

6 Awu-dela des nombres complexes

Apres avoir introduit une loi de multiplication sur les vecteurs du plan, il
parait naturel de chercher a généraliser les nombres complexes en définissant
une loi de multiplication sur les vecteurs de l'espace. C’est ce qu’a cherché le
mathématicien W. R. Hamilton pendant des années. Précisons la question : si
u = (a,b,c) et v = (a,V,c) sont 2 vecteurs de I'espace, comment leur asso-
cier un 3e vecteur, noté uv, de sorte que l'on ait les propriétés usuelles d’une
multiplication ? Mais qu’entendons-nous exactement par “propriétés usuelles” ?
Nous voulons certainement que la mutliplication soit distributive par rapport
a laddition : (u + v)(u' + v') = uu’ + wv’ + vu’ + vv’. Nous voulons aussi
qu’elle soit associative : (uwv)w = u(vw). Il est aussi trés important de pou-
voir retrouver les nombres que nous connaissons déja : tout comme les réels
s’identifient aux nombres complexes (a,0) dont la 2e composante est nulle, il est
naturel de demander que les complexes (a,b) s’identifient aux triplets (a, b,0).
Enfin, tout comme chaque complexe non-nul z possede un inverse” 21, tel que
2271 = 2712 = 1, nous voulons que tout triplet u # (0,0,0) posséde un inverse.
Hamilton a fini par réaliser qu’il n’existe pas de telle multiplication sur les
vecteurs de ’espace. En revanche, en 1843, il a trouvé une maniere de multiplier
non plus des triplets, mais des quadruplets ¢ = (a,b, ¢, d), vérifiant toutes les
propriétés précédentes! Ces nouveaux nombres, qui généralisent les nombres
complexes, sont appelés “quaternions”, et leur ensemble se note H. Regardons-
les d’un peu plus pres : posons 1 = (1,0,0,0) et 4 = (0,1,0,0), pour identifier les
quaternions de la forme (a, b, 0, 0) avec les nombres complexes. Posons également
7 =1(0,0,1,0), et k = (0,0,0,1). On a la table de mutliplication suivante :

i2:j2:k2:—1

ij =k, jk=1iki=j

. — b
TSiz = (a7 b)’ 2= (ﬁ’_m)
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ji = —k, kj = —i,ik = —j

Comme tout quaternion ¢ s’écrit a +i.b + j.c + k.d, tous les calculs se déduisent
de cette table et des lois d’associativité et de distributivité. Tout comme le
nombre complexe z = a + ¢.b possede un conjugué z = a — i.b, et une norme
|z| = Va2 + b2, tels que zz = |z|?, tout quaternion ¢ = a+1i.b+ j.c+k.d possede
un conjugué ¢ = a — i.b — j.c — k.d et une norme |q| = Va2 + b2 + ¢ + d2, tels
que ¢ = Gq = |g|*>. Comme tout quaternion ¢ non-nul a une norme non-nulle,

on en déduit que q(%) = 1, donc % est l'inverse de ¢. Mais bien str j’ai
q q
gardé le meilleur pour la fin : on voit dans la table que ij = k et ji = —k. Donc

la multiplication des quaternions n’est pas commutative : pour 2 quaternions ¢
et ¢/, en général on a qq’ # ¢'q!

Avec les quaternions nous devons aussi abandonner toute représentation vi-
suelle : comme ils possedent 4 coordonnées, il faudrait un espace a 4 dimensions
pour les représenter !

Contrairement a Z, Q, R ou C, H n’a pas été introduit pour résoudre certains
problemes, mais, pourrait-on dire, juste “pour le fun”. Cependant, il ne s’est
pas écoulé un siecle avant que ceux-ci n’apparaissent d’eux-méme en physique
quantique, dans I’étude du spin de 1’électron.

Peut-on continuer a ajouter des coordonnées pour trouver des nombres généralis-
ant les quaternions ? La réponse est a la fois oui et non. Si on veut garder toutes
les propriétés des quaternions (distributivité, associativité, existence d’inverse),
la réponse est non : ca s’arréte 148, Mais si on est prét & abandonner d’autres
propriétés, alors on peut trouver quantité d’autres “nombres généralisés”. Nous
nous contenterons d’évoquer ce qu’on appelle “les matrices”, dont vous avez
peut-étre déja vaguement entendu parlé.

Les matrices ne sont rien d’autre que des tableaux de nombres. Lorsque ’'on
veut résoudre un systeme d’équations linéaires, comme par exemple :

3r1 + 2x0 — \/5%3 = 5
200 + x2 + 3x3 = 0 (19)
T — X9 = 2

on lui associe la matrice 3 x 3 des coefficients :

3 2 -2

M=12 1 3 (20)
1 -1 0
le vecteur des inconnues (qui n’est rien d’autre qu’une matrice 3 x 1) :
T
X = T2 (21)
x3

8du moins en dimension finie!
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et le vecteur des constantes :
5

y=10 (22)
2

Le systeme (19) s’écrit alors sous forme matricielle M X =Y, c’est-a-dire :

3 2 -9 x1 5
2 1 3 x| =10 (23)
1 -1 0 T3 2

La signification de cette notation est la suivante : on multiplie la matrice M
par le vecteur X et le résultat est le vecteur Y. Pour multiplier M par X, on
prend le premier coefficient de la premiere ligne de M et on le multiplie par le
ler coefficient de X, puis le deuxieme coefficient de la lere ligne de M, multiplié
par le 2e coefficient de X, et enfin le 3e coefficient de la lere ligne de M multiplié
par le 3e coefficient de X. On additionne le tout, cela donne : 3z1 + 22 — V23,
qui est le premier coefficient du vecteur produit M X. On fait pareil avec la 2e
ligne de M, et on obtient 2x1 4+ x2 + 3x3, qui est le 2e coefficient de M X . Enfin
on fait la méme chose avec la 3e ligne et on obtient le 3e coefficient. L’équation
MX =Y se traduit donc exactement par le systeme (19). On peut dire les
choses autrement : on prend la premiere ligne de M, ce sont 3 nombres, qu’on
considére comme les coordonnées d’un vecteur (un vecteur ligne), et on fait le
produit scalaire de ce vecteur avec le vecteur (le vecteur colonne) X : on obtient
un nombre qui est la lere composante du vecteur (colonne) MX.

Mais rien ne justifie qu'on se limite aux matrices 3 x 3 et aux vecteurs a 3
composantes. Voici la recette générale pour multiplier une matrice m x n (m
lignes, n colonnes) que nous appelons A, et un vecteur colonne & n lignes (notez
qu’il faut que la matrice ait autant de colonnes que le vecteur a de lignes) que
nous appelons V' : le résultat est un vecteur colonne a m lignes obtenu de la
fagon suivante :

“le produit scalaire de la i-eme ligne de M avec V donne la i-eme
composante de W”

Mais si vous savez multiplier une matrice par un vecteur, alors vous savez mul-
tiplier 2 matrices entre elles : il suffit de considérer une matrice comme la jux-
taposition des vecteurs formés par ses colonnes. A titre d’exemple, multiplions
la matrice M par la matrice suivante :

1 5
N=|[-1 -7
1 0

La matrice N est composée des 2 colonnes :
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Le produit M N est alors la matrice composée des 2 vecteurs colonnes M N; et
M No, c’est-a-dire :

3x142x (1) +(—v2) x1 3x54+2x(=7)+(—v2) x0
MN = 2x1+1x(=1)+3x1 2x5+1x(=7)+3x%x0
Ix14+(=1)x(-1)+0x1 1x54+(=1)x(=7)+0x0

1-v2 1
MN = 4 3
2 12

En revanche on ne peut pas faire le produit NM car la matrice N n’a que 2
colonnes alors que M a 3 lignes. Un cas particulier est celui des matrices carrées :
on peut toujours mutliplier 2 matrices carrées entre elles. Mais on peut aussi
additioner des matrices carrées, coefficient par coeflicient. Par exemple :

11 2 1\ (142 141\ (3 2
<2 1) + (1 3) - <2+1 1+3) = <3 4)

On note M, (R) l'ensemble des matrices carrées n x n a coefficients dans R,
et M, (C) 'ensemble des matrices de méme format mais & coefficient dans C.
Dans la suite on va examiner M,(R), mais tout ce qu'on va dire serait aussi
valable pour M, (C). Pour fixer encore plus les idées on va prendre n = 2.

Comme nous avons une addition et une multiplication sur M3(R), nous pou-
vons nous demander si ces opérations vérifient les propriétés dont nous avons
I’habitude. En ce qui concerne ’addition, tout se passe tres bien, elle est as-
sociative, commutative, il y a un élément neutre (la matrice nulle, dont tous
les coefficients sont nuls), et toute matrice M admet une matrice opposée — M,
dont les coefficients sont les opposés de ceux de M. Pour la multiplication, cela
sort un peu plus de 'ordinaire. Elle est toujours associative : si M, N et P sont
3 matrices, alors M (NP) = (M N)P. De plus elle est distributive par rapport a
Paddition : (M +N)(P+Q) = MP+MQ+ NP+ NQ, donc on peut développer
les expressions comme on en a ’habitude, & condition toutefois de faire atten-
tion a l'ordre des facteurs, car elle n’est pas commutative. En effet, on a par

exemple - (f ;) (; })Z(i i)
(-6 )

La matrice notée I, dont les coefficients sont les suivants :

10
v (oY)

est ’élément neutre pour la multiplication, c¢’est-a-dire que pour toute matrice
M,ona: MI,=I1M=M.

alors que
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La derniére chose a faire pour pouvoir considérer ces matrices comme des “nombres
généralisés” est de reconnaitre parmi elles celles qui joueront le role de nos “an-
ciens nombres”. Il s’agira des matrices de la forme :

a 0
0 a
qu’on écrira aussi als, la multiplication d'un réel a par une matrice M étant

simplement la multiplication de tous les coefficients de M par a. On peut vérifier
immédiatement que :

(o) (o) =(5" )
60692 2

Ainsi les calculs sur ces matrices reviennent exactement aux mémes calculs sur
des réels. On peut donc identifier le réel a et la matrice aly. Cependant, contrai-
rement aux généralisations des nombres réels que nous avons déja rencontrées
(complexes, quaternions), celle-ci ne posseéde pas une propriété importante :
I’existence d’inverse. En effet, la matrice

()
c d

ne possede d’inverse, c’est-a-dire de matrice A" telle que AA™! = A71A = I,
que dans le cas ou ad — bc # 0.

Avec, pour tout n, les matrices carrées n x n, nous disposons d’une infinité
de généralisations des nombres réels (ou complexes), mais cela ne s’arréte pas
la. Pour aller plus loin on peut vouloir considérer des matrices infinies, avec
une infinité de lignes et de colonnes. Cela peut se faire a condition de prendre
certaines précautions. Mais le plus étrange, c’est que ce sont ces matrices in-
finies, en quelque sorte la généralisation “ultime” de la notion de nombre, qui
ont, les premieres, fait irruption en physique! Et pas seulement de maniere
marginale : en mécanique quantique ce sont ces matrices infinies, qu’on appelle
“opérateurs”, qui remplacent les nombres usuels de la mécanique classique. Par
exemple, en mécanique quantique la position x et la quantité de mouvement p
d’une particule ne sont pas des nombres réels comme en mécanique classique,
mais des opérateurs, & et p, qui vérifient :

et

ip — pi = ihl (24)

o i est un nombre réel treés petit (c’est la constante de Planck divisée par 27),
i est le nombre complexe v/—1, et I est opérateur “identité”, qui généralise
la matrice I aux dimensions infinies. De la relation (24) découle le fameux
principe d’incertitude de Heisenberg. C’est 1'extréme petitesse de la constante
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h qui nous fait croire, dans le monde macroscopique que nous connaissons, que
les grandeurs physiques sont des nombres “normaux”, qui commutent.
Récemment, les algebres non-commutatives telles que celles qui interviennent
en physique quantique ont fait 'objet d’une “géométrisation”. Descartes avait
jeté un pont entre l'algeébre (commutative) et la géométrie par sa méthode des
coordonnées. Ce qu’a fait Connes avec sa géométrie non-commutative, c’est (en
gros) considérer que les nombres non-commutatifs tels que & et p sont des co-
ordonnées sur un espace “virtuel” non-commutatif! Le but n’est rien moins
que de réconcilier la relativité générale, qui est une théorie géométrique de
I’espace-temps, et la théorie quantique des champs, en rendant 1’espace-temps
non-commutatif.

7 conclusion

J’espere avoir réussi a montrer que l'abstraction toujours plus grande vers la-
quelle ont évolué les mathématiques, et en particulier la notion de nombre,
n’est pas due a une volonté malsaine des mathématiciens, mais a un soucis de
rigueur et de généralité, qui a permis de se débarasser des idées recues et des
fausses évidences. Ce faisant, ils ont découvert des objets étranges, sur lesquels
I’expérience sensible n’a pas de prise, et qui pourtant sont apparus naturellement
dans I’étude des phénomenes microscopiques, montrant ainsi que la distinction
entre physique et mathématiques est parfois quelque peu arbitraire.

Au fait, si j’ai appelé mon homme de cro-magnon “Tik”, c’est parce qu’il s’agi-
rait, selon le linguiste Merrit Ruhlen, d’une racine ancienne et universelle : on
la retrouve dans toutes les langues de la Terre, avec des sens toujours liés aux
doigts ou aux nombres”. Ainsi, le mot le plus ancien a peut-étre été prononcé
par un de nos lointain ancétres qui comptait sur ses doigts!

9Ainsi “digital” qui en Anglais signifie “numérique”, et en Francais “relatif aux doigts”,
contient cette racine linguistique
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8 Reperes chronologiques, références

— environ -30000 ans : Technique de 'entaille

— Ve siecle av. J.C. : Pythagore, irrationalité de /2

— ITle siecle av. J.C. : Euclide fonde la méthode axiomatique, Archimede donne
34+10/70 <7 <3+4+10/71

— Ter siecle : Les chinois connaissent les nombres < 0

— IIIe siecle : Diophante calcule sur des fractions, en dépit d’Euclide

— IVe siecle : Le zéro est inventé en Inde

— 1484 : N. Chuquet introduit les nombres < 0 en Europe

— 1545-1560 : Introduction des nombres imaginaire par Cardano et Bombelli

— 1637 : Descartes, Géométrie analytique : un pont se crée entre algebre et
géométrie

— 1760 : Lambert démontre que 7 est irrationnel

— 1800 : Gauss introduit le plan complexe

— 1843 : Hamilton invente les quaternions

— 1858 : Cayley, calcul matriciel

— 1830-1872 : Cauchy, Dedekind, définition précise des nombres réels.

— 1882 : Von Lindemann démontre la transcendance de 7

— Fin XIXe-début XXe : Cantor, Peano, Zermelo, etc. .. : théorie des ensembles,
définition ensembliste de N, nombres transfinis

— 1920-1930 : Heisenberg, Dirac : naissance de la mécanique quantique. Les
nombres non-commutatifs envahissent la Physique

— Fin du XXe siecle : La géométrie non-commutative jette un nouveau pont
entre l'algebre et la géométrie.
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