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0.1 Avant-Propos

L’objectif de ce cours introductif est de mettre en relief les idées principales de la théorie de la relativité
d’Einstein, et de donner un bagage mathématique minimal permettant a I’étudiant intéressé d’aller plus
loin. L’approche utilisée insistera sur les expériences de pensée fondamentales ayant conduit Einstein a
sa théorie, et sera agrémentée d’une perspective historique.

Le premier chapitre rappelle quelques notions de mécanique classique et introduit le probleme de 1’éther.
Le deuxieme chapitre est consacré a la relativité restreinte et a la résolution de certains « paradoxes »
fameux. L’espace-temps de Minkowski est également introduit. Par manque de temps nous ne pouvons
aborder que quelques conséquences physiques, laissant de c6té des phénomenes relativistes essentiels,
comme effet Doppler transverse. Le lecteur pourra approfondir ses connaissances dans [3] ou [7].

Enfin le troisieme chapitre est consacré a 'introduction aux prédictions et au formalisme de la relativité
générale.

Cette derniere théorie, profonde et difficile, nécessite des développements mathématiques importants.
Deux orientations s’offrent alors & ’enseignant : soit rester au niveau de la vulgarisation scientifique
(de qualité) en se bornant & une approche heuristique et intuitive des phénomenes, soit viser une
compréhension plus précise des concepts géométriques au coeur de la théorie d’Einstein. Nous avons
tenté d’ouvrir une voie médiane. Notre but est de nous intercaler entre [10] ou [2] et [8] ou [9] et de
permettre aux étudiants d’aborder ces deux derniers ouvrages sans s’effrayer. L’espace-temps tres réduit
qui nous est imparti nous a contraint a faire des choix drastiques sur le plan mathématique, comme de
ne pas aborder la notion de transport parallele ni celle de dérivée covariante. Nous avons du sacrifier
I’élégance conceptuelle a la rapidité de présentation. Nous ne pouvons qu’encourager le lecteur a combler
cette lacune par la lecture des ouvrages de référence déja mentionnés.

Les applications de la théorie restreinte sont innombrables en physique des hautes énergies, notamment
via ’équivalence masse-énergie incarnée par la célebre formule E = mc?. Les applications pratiques de la
théorie générale sont moins nombreuses. On peut citer toutefois le GPS. Cependant, toute la cosmologie
moderne, c’est-a-dire 'idée la plus précise que 'homme a de I'univers, est fondée sur la théorie générale.
L’expansion de I'univers, le big-bang, les trous noirs, tout ceci ne peut étre appréhendé sans 1’aide de cette
théorie. Il est remarquable que le cheminement intellectuel ayant conduit a un tel bouleversement de la
pensée soit finalement assez facile a suivre, et & la portée de ’étudiant motivé, méme si sa forme finale est
trés complexe. Les merveilleux raisonnements d’Albert Einstein font ainsi partie du patrimoine culturel
de 'humanité et resteront sans aucun doute comme 1'un de ses accomplissements les plus grandioses. A
ce titre, ils ne peuvent manquer d’étre connus de celui qui est curieux du monde qui I’entoure. L’auteur
de ces lignes sera comblé s’il a pu participer a leur diffusion aupres des étudiants de 'EPF.



Chapitre 1

La physique en 1905

1.1 Les référentiels inertiels et la relativité galiléenne

Pour commencer il nous faut revenir au tout début de la mécanique, c’est-a-dire a Galilée. On sait que
ce dernier était partisan du systéme Copernicien selon lequel la Terre tourne autour du Soleil et sur
elle-méme. L’objection qu’on ne manqua pas de lui faire a I’époque est que si tel était bien le cas, une
pierre jetée du haut d’une tour n’aurait pas di tomber exactement & son pied, a cause de la rotation de
la Terre pendant la chute. Voici quelle fut la réponse de Galilée a cette objection :

« Enfermez-vous avec un ami dans la plus grande cabine sous le pont d’un grand navire et
prenez avec vous des mouches, des papillons et d’autres petites bétes qui volent; munissez-
vous aussi d’un grand récipient rempli d’eau avec de petits poissons; accrochez aussi un petit
seau dont l’eau coule goutte a goutte dans un autre vase a petite ouverture placé en dessous.
Quand le navire est immobile, observez soigneusement comment les petites bétes qui volent
vont a la méme vitesse dans toutes les directions de la cabine, on voit les poissons nager
indifféeremment de tous les cotés; les gouttes qui tombent entrent toutes dans le vase placé
dessous; si vous lancez quelque chose a votre ami, vous n’avez pas besoin de jeter plus fort
dans une direction que dans une autre lorsque les distances sont égales; si vous sautez a pieds
joints, comme on dit, vous franchirez des espaces égauxr dans toutes les directions. Quand
vous aurez soigneusement observé cela, bien qu’il ne fasse aucun doute que toutes les choses
doivent se passer ainsi quand le navire est immobile, faites aller le navire a la vitesse que vous
voulez ; pourvu que le mouvement soit uniforme, sans balancement dans un sens ou l’autre,
vous ne remarquerez pas le moindre changement dans tous les effets qu’on vient d’indiquer;
aucun ne vous permettra de vous rendre compte si le navire est en marche ou immobile. »

Galileo Galilei (Dialogue sur les deux grands systémes du monde)

Galileo Galilei, 1564-1642



Il s’agit d’une formulation de ce qu’on appellera plus tard le principe de relativité du mouvement uniforme,
ou principe de relativité galiléen. On peut ’énoncer de fagon succinte comme ceci :

Principe de relativité galiléen

« Si deux référentiels' sont animés d’un mouvement rectiligne uniforme 'un par rapport &
lautre, les lois de la physique sont les mémes dans les deux référentiels. »

En réalité ce principe n’a pas été énoncé tel quel avant Einstein. Avant lui, on le limitait au cadre des
lois de la mécanique, dont il était en fait une conséquence. La mécanique classique (newtonienne) était
plutot fondée sur le principe d’inertie et le PFD. Le principe d’inertie instaure une classe priviligiée de
référentiels (les référentiels galiléens ou d’inertie), dans lesquels on pourra appliquer le PFD.

Principe d’inertie

« 11 existe des référentiels dits d’inertie, dans lesquels le mouvement d’un corps? sur lequel

aucune force ne s’applique est rectiligne uniforme. »
Dans un tel référentiel, les lois de la physique prennent une forme particuliere, plus simple que dans les
autres référentiels. Le PFD s’y écrit = m@, alors que dans un référentiel non-inertiel il faut faire
apparaitre des forces supplémentaires dans le membre de droite, appelées forces d’inertie. Notons que
si notre mouvement est accéléré par rapport & un référentiel d’inertie, les forces d’inertie permettent de
savoir que nous sommes en mouvement. Par exemple dans une voiture qui accélere, on est plaqué sur son
siege par une force d’inertie. Donc le mouvement accéléré est absolu : on n’a pas besoin de regarder dehors
pour savoir qu’on bouge, il suffit de faire des expériences de physique (et en particulier de mécanique) a
Iintérieur de notre référentiel.
A ce stade on pourrait se demander ce qu’est une force. La réponse serait qu'une force c’est quelque
chose qui perturbe le mouvement rectiligne uniforme d’un corps. Le principe d’inertie est donc... une
tautologie. En pratique, ¢a ne pose pas vraiment de probleme : il suffit de disposer d’un modele de
référentiel d’inertie. Le premier modele est le référentiel terrestre, mais son mouvement de rotation diurne
engendre des forces d’inertie. Un meilleur exemple est le référentiel héliocentrique. Mais des expériences
assez fines pourraient montrer I'existence de forces d’inertie dans ce référentiel. Comme il est logique de
supposer qu’un référentiel isolé n’est soumis a aucune force, un tel référentiel serait d’inertie. En fait,
la gravitation ayant une portée infinie, aucun référentiel ne peut étre compléetement isolé du reste de
I’Univers. La mécanique classique est don fondée sur quelque chose qui n’existe pas! Mais apres tout,
la géométrie plane parle de droites infinies et de points sans dimension, or personne n’a jamais vu de
telles choses. La mécanique classique, comme la géométrie, est fondée sur des idéalisations. Comme elles
joueront un grand role dans ce qui va suivre, énumérons les ici & nouveau : I'espace absolu (par rapport
auquel on peut détecter un mouvement accéléré), le temps absolu (le méme pour tous les observateurs),
et une classe privilégiée de référentiels : les référentiels d’inertie.

1.2 Les transformations de Galilée

1l est important de savoir passer d’un référentiel & un autre. Soit R et R’ deux référentiels tels que R’ soit
animé d’un mouvement rectiligne uniforme de vitesse ¥ par rapport & R. Quitte & utiliser des rotations
ou translations (y compris un changement d’origine des dates), on peut supposer qu’a l'instant ¢ = 0, les
deux référentiels ont la méme origine et les mémes axes, et que la vitesse T est dans la direction de 1’axe
des x.

1Rappelons qu’un référentiel est un systéme d’axes de coordonnées lié & un observateur. Nous n’utiliserons que des
référentiels dont les axes sont directement orthonormés.
2Ce corps doit étre supposé ponctuel. S’il ne I’est pas, le principe s’applique & son centre de gravité.
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Il est alors facile de voir que le changement de référentiel s’écrit :

/

¥ = x—ut
Yy =y
Z = z
t = t

En composant ce type de transformation avec des rotations ou des translations, on obtient toutes les trans-
formations possibles qui correspondent a des changements de référentiels dont les axes sont othonormés
directs. L’ensemble de ces transformations forme un groupe appelé groupe de Galilée.

Comme le PFD ne fait intervenir que 'accélération, donc la dérivée seconde par rapport au temps, il
est clair que les lois de la mécanique seront les mémes dans deux référentiels animés 'un par rapport
a lautre d’'un mouvement de translation uniforme. Ainsi le principe de relativité galiléen est bien une
conséquence des lois de la mécanique. Mais on peut comprendre ce que dit ce principe de fagon plus
« philosophique ». Il énonce en fait simplement que le mouvement uniforme est relatif, il est toujours
mouvement par rapport a quelque chose. Pris dans ce sens, il est naturel, et c’est ce que fera Einstein,
de le poser en principe premier et de le généraliser a I’ensemble des lois de la physique.

Remarque : Le groupe de Galilée que nous venons de définir est en réalité seulement une partie du
« vrai » groupe de Galilée, appelée « groupe de Galilée propre et orthochrone ». C’est le sous-groupe qui
est constitué des transformations qui conservent le sens du temps (orthochrone) et 'orientation de I’espace
(propre). Si on ajoute & ce groupe une symétrie P par rapport & un plan quelconque, et le renversement
du temps T : t — —t, on obtient, en considérant toutes les compositions possibles, la totalité du groupe
de Galilée.

1.3 Deux petits nuages...

William Thomson (Lord Kelvin) était un représentant éminent de la physique de son temps. En 1900, il
donna une conférence intitulée « Nineteenth-century clouds over the dynamical theory of heat and light »
au cours de laquelle il déclara

« The beauty and clearness of the dynamical theory, which asserts heat and light to be modes of
motion, is at present obscurred by two clouds. The first came into existence with the undulatory
theory of light [...] It involved the question ‘How could Earth move through an elastic solid,
such as essentially is the luminiferous ether 2’ The second is the Maxwell-Boltzmann current
doctrine regarding the partition of energy.® »

3« La beauté et la clarté de la théorie dynamique, qui affirme que la chaleur et la lumiére sont des modes du mouvement,
est a présent obscurcie par deur nuages. Le premier vint a l'existence avec la théorie ondulatoire de la lumiére [...] Il



Le second probleme deviendra plus tard la tempéte « mécanique quantique ». Quant au premier, que
nous allons revoir en détail, il aboutira a la physique relativiste qui va nous intéresser dans ce cours
d’introduction.

A quoi Thomson faisait-il précisément allusion par « théorie dynamique de la lumiére » 7 Au cours du
XIXe siecle, les physiciens étaient arrivés a la conclusion que la lumiere était un phénomeéme ondulatoire.
Or, on ne pouvait imaginer une onde sans un milieu matériel pour la porter. On pensait donc qu’a
I'image des ondes sonores qui sont des ondes de pression dans l’air, la lumiere était la propagation d’une
perturbation mécanique dans un milieu invisible remplissant tout 1’espace : I’éther?. De plus, comme la
théorie de Maxwell avait permis d’identifier la lumiére a un phénomene électromagnétique, I’éther devait
étre constitué de petits dipdles électriques. Ainsi, tout se ramenait au mouvement de charges. Cependant
I’éther avait des propriétés étranges... Tout d’abord il devait pénétrer tous les corps, et n’offrir aucune
résistance a leur mouvement, sans quoi il aurait ralenti les planetes dans leur course. Mais dans le méme
temps, il devait se comporter comme un solide ! En effet, les ondes lumineuses sont transversales, et jamais
longitudinales, contrairement aux ondes sonores, et cela impose que le milieu de propagation soit solide.
Mieux : la vitesse tres élévée des ondes lumineuses nécessitait que 1’éther soit extrémement comprimé.
Tout cela était bizarre, mais le pire était a venir. ..

Regardons les équations de Maxwell.

VE="2, VXFZ—@

V.B =0, Vxﬁzuonr%@
c2 Ot

Si vous ne les connaissez pas, pas d’inquiétude : il est inutile d’en expliquer tous les termes. Ce qui nous
intéresse c’est que ces équations font intervenir la vitesse de la lumiere®, ¢ qui est en fait égale & :

c= b (1.1)

VEeolo

Par conséquent, les équations de Maxwell ne sauraient étre valables dans tous les référentiels d’inertie.
La théorie de I'électromagnétisme introduit donc un référentiel particulier : celui ou I’éther est au repos.
Le mouvement par rapport & ’éther peut donc étre détecté par une expérience d’électromagnétisme (par
exemple avec de la lumiere), interne au référentiel. Or ceci viole le principe de relativité galiléen. Einstein
se posait cette question en ces termes : que se passerait-il si je me déplagais a la vitesse de la lumiere en
tenant devant moi un miroir 7 Si je me vois, c’est que la lumieére qui quitte mon visage va plus vite que
¢, ce qui est contraire aux équations de Maxwell. Mais si je ne me vois pas, alors je sais que je bouge
sans regarder dehors, ce qui est contraire au principe de relativité de Galilée! Il se posa cette question
pendant des années avant d’entrevoir une réponse.

« Je dois avouer que, tout au début, quand la théorie de la relativité restreinte a commencé
a germer en moi, j'ai eu toutes sortes de troubles nerveux. Quand j’étais jeune il m’arrivait
de passer des semaines dans un état second, comme quelqu’un qui devait encore a l’époque
surmonter l'état de stupéfaction causé par sa rencontre avec ce genre de questions. » (Albert
Einstein)

Mais c’est la tout le génie d’Albert que d’avoir pris le principe de relativité galiléen au sérieux. Pour les

autres physiciens, s’il existe un état de repos absolu détectable par des expériences d’électromagnétisme®,

met en jeu la question : ‘Comment la Terre pourrait-elle se déplacer dans un solide élastique, telle qu’est essentiellement
U’éther luminifére 27 Le second est la doctrine actuelle de Mazwell-Boltzmann sur la répartition de l’énergie. »

4Imaginé par Huyghens.

5En réalité, c’est en constatant que ses équations avaient pour solution une onde transversale se propageant a la vitesse
¢ définie par la formule (1.1) que Maxwell comprit que la lumiére était une onde électromagnétique.

6Notons qu’il n’est pas logiquement cohérent de séparer electromagnétisme et mécanique a ce stade, puisque la théorie
de I’éther visait précisément a « mécaniser » ’électromagnétisme. Si toute la physique se réduit in fine a la mécanique alors
il est nécessaire que le principe de relativité galiléen soit étendu a toute la physique.



ainsi soit-il! On tente donc de détecter le mouvement de la Terre par rapport a ’éther. L'effet du
« vent d’éther » sur la propagation de la lumiere doit étre tres faible, mais les techniques naissantes
d’interférométrie sont tres sensibles, assez pour le détecter. En 1887, Albert Michelson et Edward Morley
montent leur célebre exérience. Ainsi que le montre la figure ci-dessous, tracée dans le référentiel terrestre,
il s’agit de scinder un rayon lumineux en deux rayons orthogonaux, puis de les réunir apres réflexion sur
des miroirs. Les trajets parcourus par les deux rayons sont d’égales longueurs.

2 A

B

® R

Maintenant supposons que ’axe horizontal de la figure soit parallele au mouvement de rotation de la
Terre (axe Est-Ouest) tandis que 'autre lui est perpendiculaire (axe Nord-Sud). Le rayon horizontal met

un temps

L L oL
Aty = + _ e

c—v c+v 1—0v2/c

a faire un aller-retour, ot 'on a appelé v la vitesse instantannée de rotation de la Terre.
On peut calculer le temps de parcours du rayon Nord-Sud sur la figure ci-dessous, tracée dans le référentiel
lié a I’éther.

Le rayon parcourt le triangle OB’O’ & la vitesse ¢, ce qui donne un temps de :
2L/c

V1—v2/c?

Les deux rayons arrivent donc déphasés, ce qui provoque des franges d’interférence. Lorsqu’on fait tourner
le dispositif autour d’un axe passant par O, on doit voir ces franges se décaler, et méme disparaitre

Aty =



lorsque la position de U'interférometre est symétrique par rapport a I’axe Nord-Sud. Le probleme, c’est
que Michelson et Morley n’ont vu. .. aucun effet !

Il fallait donc supposer que ’éther était emporté par le mouvement de la Terre, de méme que ’air est
emporté dans 'habitacle d’une voiture, ot le son se propage a la méme vitesse quelle que soit celle de la
voiture. Mais ¢a ne tenait pas debout car on savait depuis longtemps (c’est le phénomene d’aberration)
que la vitesse de la lumiere en provenance des étoiles était toujours la méme, malgré le mouvement propre
de ces étoiles (qui de surcroit se compose avec celui de la Terre autour du Soleil).

La situation était si grave que Lorentz et Fitzgerald firent (indépendamment) ’hypothese que la vitesse
du référentiel terrestre par rapport a celui de 1’éther provoquait une contraction des longueurs dans le
sens du mouvement, et une dilatation du temps! C’était audacieux, mais cela attribuait un role actif &
I'éther et lui conférait une propriété magique de plus... C’est Einstein qui franchit le pas suivant”, en
jetant I’éther a la poubelle et en modifiant les principes de base de la mécanique. C’est ce que nous allons
voir maintenant.

"Poincaré était arrivé & une conclusion trés similaire, mais il ne ’a pas affirmée aussi clairement et nettement qu’Albert.



Chapitre 2

La relativité restreinte

2.1 La solution d’Einstein

Einstein finit par comprendre que la solution pour se tirer de ces contradictions consistait a énoncer deux
principes premiers, ou postulats. Le premier, dont nous avons déja parlé, est le principe de relativité
galiléen étendu a toute la physique.

Postulat 1 : principe de relativité galiléen étendu. Les lois de la physique sont les
mémes pour tous les observateurs inertiels.

Einstein prend Galilée au sérieux : le mouvement uniforme est vraiment relatif, on ne peut le mettre en
évidence d’aucune fagon. Le second postulat est 'invariance de c.

Postulat 2 : invariance de la vitesse de la lumiére. La vitesse de la lumiere est la méme
dans tous les référentiels inertiels.

Ces deux postulats, en tant que tels, n’ont pas a étre démontrés par le raisonnement. Mais ils sont
aujourd’hui vérifiés avec une tres grande précision. Si un jour il advenait que I'un d’entre eux soit réfuté
par expérience, toute la théorie s’effondrerait. Empressons-nous de dire cependant que la théorie ne fait
pas jouer un role particulier & la lumiere. Il suffit qu’il existe une vitesse maximale, notée ¢, qu’aucun
corps ne puisse dépasser. Cette vitesse est automatiquement invariante, par le premier postulat. Le second
postulat pourrait donc s’exprimer de la fagon suivante : il existe une vitesse limite pour tout corps ou
tout signal. Expérimentalement, cette vitesse limite est alors identifiée a c. De plus, nous verrons que la
théorie montre que cette vitesse limite est celle d’un corps de masse nulle. La théorie quantique permettant
d’identifier la lumiere avec un flux de photons de masse nulle, on retrouve alors le fait que cette vitesse
limite est celle de la lumiere, mais aussi celle de n’importe quelle particule de masse nulle!.

Bien entendu, 'invariance d’une vitesse par changement de référentiel est incompatible avec les transfor-
mations de Galilée.

2.2 Les transformations de Lorentz : Le raisonnement d’Einstein

Reprenons ici le raisonnement que fait Einstein en 19052. 11 s’agit d’un des chefs d’oeuvre de la pensée
humaine, qui, me semble-t-il, devrait faire partie de la culture générale de chacun.

Considérons deux référentiels inertiels R et R’. On peut prendre par exemple pour R un référentiel lié au
quai d’une gare et pour R’ celui lié & un train. L’origine O de R est située initialement au bout du quai
et celle O’ de R’ a larriere du train, de sorte que les deux origines coincident & 'origine des dates. On
appellera Albert 'observateur qui est dans le train, et Isaac celui se trouvant sur le quai.

1On a longtemps cru que les neutrinos étaient de masse nulle, mais on sait aujourd’hui que ce n’est pas le cas. Les
gravitons sont censés posséder une masse nulle, mais on ne les a pas encore observés.
2La version qu’il publie est plus académique dans la forme, mais identique sur le fond.
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Albert commence par remarquer que la notion de simultanéité n’est pas la méme pour lui et pour Isaac.
En effet imaginons qu’il y ait deux portes, une a 'avant et une a larriere du train, et que ces portes
s’ouvrent des qu’une lumiere les éclaire. Disposons une source de lumiere au milieu du train. Si le train
est a Parrét relativement a R, il est clair que les deux portes s’ouvriront en méme temps pour Albert
comme pour Isaac. Si le train est en marche avec une vitesse uniforme v, cela ne doit rien changer pour
Albert, car sinon il saurait qu’il bouge sans regarder dehors! Mais pour Isaac c’est tout-a-fait différent,
car la porte avant du train fuit le rayon lumineux, tandis que la porte arriére va a sa rencontre. Ainsi
pour Isaac, la porte arriere s’ouvre avant la porte avant?.

Ainsi deux événements qui sont simultanés pour Albert (I’ouverture des portes), ne le sont pas pour Isaac.
La date de ces événements ne peut donc pas étre la méme pour les deux observateurs. La ligne ¢’ = ¢ des
transformations de Galilée, qui signifie que le temps est le méme pour tous les observateurs ne peut pas
étre maintenue. Le temps est relatif & chaque observateur.

Exercice 2.2.1 Se peut-il qu'un observateur voit la porte avant s’ouvrir avant la porte arriere ?

Bien que cette conclusion soit déja boulversante, nous allons continuer en cherchant a savoir comment le
temps se modifie. Pour cela nous allons imaginer une horloge un peu spéciale, constituée d’un rayon de
lumiere piégé entre deux miroirs parfaits espacés d’une longueur [, comme ci-dessous. Dés que le rayon a
fait un aller-retour, I’horloge fait « tic ».

Albert et Isaac disposent chacun d’un exemplaire de cette horloge. Pour Albert, il est clair que 'intervalle
de temps entre deux tics d’horloge est :

_
_C

At

D’apres le principe de relativité, il en va de méme pour Isaac et son horloge.

3Remarquons qu’il ne s’agit aucunement d’une illusion d’optique, ou quoi que ce soit de ce genre : si Isaac veut connaitre
tres précisément 'instant auquel une porte s’est ouverte il peut tenir compte du temps que met la lumieére pour lui parvenir,
et cet effet « retard » de 'information du & la finitude de la vitesse de la lumiére ne dépend pas de la vitesse du train et n’a
rien a voir avec la relativité, contrairement & ce qu’on entend dire parfois.
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Maintenant intéressons-nous au temps At entre deux tics de 'horloge d’Albert, mais vue depuis le
référentiel d’Isaac. D’apres Isaac, le trajet d’un rayon lumineux de 1’horloge d’Albert est plus long que
21, il vaut 2h.

On a donc

2h
At="
C

Bien str, c’est le méme ¢ d’apres le second principe.
Comme pendant le temps At, le train avance d’une distance

d=vAt
On peut, par une simple application du théoreme de Pythagore, obtenir :

d2 2 32
(5) +12=h

Ce qui donne en remplagant

(P24 (G5 = (B

D’ou en simplifiant, en passant les At du méme coté et en factorisant

AA? = (2 — v At

Soit encore :

On voit donc que si v # 0, At > At’, ce qui signifie que, pour Isaac, I’horloge d’Albert bat plus lentement
que la sienne ! Une horloge en mouvement (rectiligne uniforme pour I'instant) bat plus lentement qu’'une
horloge au repos. De plus, l'effet en question ne dépend pas du type d’horloge utilisé, car si c¢’était le cas,
Albert pourrait savoir qu’il bouge en emportant des horloges de construction différente et en observant
leur désynchronisation.

Remarque importante : La formule 2.1 s’applique pour tout intervalle de temps entre deux événements
A et B situés spatialement au méme point pour R'.

Mais n’oublions pas que le mouvement rectiligne uniforme est relatif, et que la situation est donc
complétement symétrique. Ainsi, pour Albert, c’est I’horloge d’Isaac qui bat plus lentement, et exac-
tement dans les mémes proportions.

Supposons maintenant qu’Albert et Isaac veuillent mesurer la longueur du wagon. Pour fixer les idées
supposons que le facteur :
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soit égal & 2 (cela correspond & une vitesse du train environ égale & 0,86¢, ce qui est assez rapide!).
Supposons également qu’a l'origine des dates, la position d’Isaac coincide avec I'extrémité avant du train.
L’abscisse d’Isaac au temps ¢t = 0 est donc L dans R, et elle est égale & L’ au temps t’ = 0 dans R, ot L
et L' sont les longueurs respectives du train dans les deux référentiels.

Ll

R'

X

r—d

R

Du point de vue d’Albert, Isaac se déplace a une vitesse —v vers l'origine, qu’il atteint au bout de disons,
10 secondes. Par conséquent, L’ = 10v. Cependant, comme v = 2, Albert voit que la montre d’Isaac n’a
battu que 5 secondes pendant le trajet.

Exercice 2.2.2 Pourquoi peut-on appliquer ce raisonnement ? Peut-on l'itérer et dire que du point de
vue d’Isaac, la montre d’Albert n’a battu que 2,5 secondes, et ainsi de suite a l'infini ?

Prenons maintenant le point de vue d’Isaac. Nous venons de voir que sa montre a battu 5 secondes. Le
train lui est donc passé devant en totalité pendant un intervalle de temps de 5 secondes a la vitesse v. Il
en conclut que L = 5v. D’out L = L/ /2, formule qu’on peut généraliser aisément en prenant des facteurs
v et des temps de parcourt quelconques en :

Interprétons cette relation. La longueur L’ est la longueur du wagon mesurée dans un référentiel « como-
bile » : c’est sa longueur propre, ou encore longueur au repos. En effet, si ce type de wagon est fabriqué
pour mesurer exactement 10 m de long (dans un référentiel « au repos » c’est-a~dire dans celui d’Isaac si
on prend le quai comme référence du repos) alors Albert doit trouver que son wagon mesure exactement
10 m, sinon, encore une fois, il saurait qu’il bouge sans regarder dehors. Mais Isaac lorsqu’il calcule la
longueur L trouve moins de 10 m : c’est ce qu’on appelle la contraction des longueurs dans le sens du
mouvement, ou encore, contraction de Lorentz, puisque c’est ’effet que ce dernier avait postulé pour
expliquer le résultat nul de 'expérience de Michelson et Morley. Mais nous disposons maintenant d’une
toute autre explication ne faisant plus intervenir I’éther, mais une modification radicale des concepts de
longueur et de durée.

Remarque 1 : La longueur d’'un objet est une notion qui ne va pas de soit en relativité restreinte. En effet,
aucun corps ne peut étre parfaitement rigide dans cette théorie, et ceci en raison de la limite imposée a la
vitesse de tout signal. Par conséquent si on tire 'avant du train, les molécules de celui-ci ne peuvent pas
se mettre toutes en marche de conserve, car cela signifierait qu'un signal a été transmis instantanément.
Ainsi, tout corps doit étre considéré comme élastique. Dans ce qui préceéde, nous avons fait abstraction
de ce fait. La formule doit donc s’entendre ainsi : la longueur d’un segment parallele & 1’axe des abscisses
est par définition la différence des abscisses de ses extrémités au méme instant. Cette notion dépend bien
entendu du référentiel choisi, puisque la notion de simultanéité en dépend.

Remarque 2 : On pourrait facilement montrer qu’il n’y a pas de contraction dans la direction perpendi-
culaire au mouvement en reprenant le trajet de la lumiere dans ’horloge-miroir utilisée plus haut. Mais
cela ne serait pas tres convaincant ! En effet, si on réfléchit bien, on a fait implicitement cette supposition.
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Ce point doit donc étre justifié autrement. Mais d’autres soupcons pourraient naitre sur le raisonnement
un peu particulier qu’on vient de faire, et il est nécessaire de démontrer mathématiquement que les prin-
cipes de relativité et de constance de la vitesse de la lumiére (ainsi que 'homogénéité et 'isotropie de
lespace-temps) aboutissent aux effets qu’on vient de décrire. Pour cela nous renvoyons & 'appendice B.

Pour I'instant continuons avec notre train. Supposons qu’un événement se produise dans le coin supérieur
avant du train, de coordonnées (z/,y’, z’) & l'instant ¢’ pour Albert (reférentiel R’). Ce méme événement
aura pour coordonnées spatio-temporelles (z,y, z,t) pour Isaac (référentiel R). Nous cherchons la trans-
formation qui fait passer de (z,y,z,t) & (2’,y’, 2/, t') et qui va remplacer la transformation galiléenne.
Comme il n’y a pas de modification des longueurs perpendiculairement au mouvement, on aura clairement
y =y et 2/ = z. Par définition de la vitesse et de la longueur du train on a x = vt+ L. Or on a également
par définition 2’ = L' = yL = y(x—wvt). En oubliant le train et en généralisant & n’importe quel événement
de coordonnées (z,y, z,t) dans R et (2/,y’,2’,t') dans R’ on a déja obtenu :

' =y(x —vt), y =y, 2=z

Cherchons maintenant #’. Pour cela il suffit de réaliser que la transformation inverse s’obtient en rem-
placant v par —v. Ainsi on doit avoir :

x =~z +ot')

En remplacant on obtient :

z =9[y(x - vt) + ot

ce qui apres quelques calculs donne :

D’ot la transformation complete :

Une telle transformation s’appelle une transformation spéciale de Lorentz, ou encore « boost ». Elle est
spéciale car on a pris des origines de coordonnées ainsi que des axes coincidants a l'origine des dates
dans les deux référentiels. Comme nous ’avons dit au début, pour avoir une transformation générale on
compose par des rotations et des translations : on obtient ainsi un groupe de transformations affines de
R* appelé groupe de Poincaré. Le sous-groupe constitué des transformations fixant une origine donnée
(il est donc constitué d’applications linéaires) est appelé groupe de Lorentz?.

Ces transformations résultent a coup str de nos principes de départs. Ces principes sont tres bien
vérifiés expérimentalement, mais il reste deux choses a faire. La premiére est de comprendre comment la
cinématique classique s’insere dans ce nouveau cadre, la seconde est de rebatir la mécanique du point sur
ces nouvelles bases.

Notre premiere tache est un simple exercice.

Exercice 2.2.3 Montrer que l'on retrouve une transformation de Galilée lorsqu’on fait tendre v/c vers
0 dans une transformation de Lorentz.

La seconde tache nous occupera plus tard, et nous ne pourrons que la survoler, mais d’ores et déja nous
bl b
pouvons constater que la formule du boost n’a pas de sens si v > c¢. Autrement dit, en théorie de la

411 s’agit en fait du groupe de Lorentz propre et orthochrone, car il n’inclut pas le renversement du temps, ni les
renversements de l'orientation spatiale.
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relativité, les vitesses supérieures & celles de la lumiére n’ont pas de sens®. Nous retrouverons ce résultat
par des considérations de dynamique.

Exercice 2.2.4 Que devient la formule du boost quand v s’approche de ¢? Interpréter le résultat.

Exercice 2.2.5 Un astronaute part de la Terre, dans la direction perpendiculaire au plan de I’écliptique,
et voyage & la vitesse constante de 0.99¢ pendant 1 an (toutes les données sont énoncées dans le référentiel
héliocentrique considéré comme inertiel). Décrire le mouvement de la Terre autour du Soleil du point de
vue de 'astronaute pendant la durée du voyage. Décrire le voyage du point de vue du Soleil.

2.3 Loi d’addition des vitesses en cinématique relativiste

On conserve les mémes notations qu’au paragraphe précédent.
Considérons un mobile animé d’une vitesse @ dans R. On notera u (resp. u ) la composante de @ dans
la direction et le sens défini par ¥ (resp. dans le plan orthogonal & 7).

Exercice 2.3.1 Montrer que l'on a :

v2

uy = B et v, =u S
[T LT v
c2 c

Exercice 2.3.2 Montrer que 'on retrouve la formule galiléenne d’addition des vitesses lorsque u et v
sont petits devant c.

Exercice 2.3.3 Reprendre I'exercice 2.2.5 en utilisant cette formule.

2.4 Espace-temps de Minkowski

« Depuis que les mathématiciens ont envahi la relativité, je ne comprends plus rien a4 ma
théorie! » (Albert Einstein)

On se place dans un référentiel galiléen R.
Considérons la quantité définie pour deux événements My = (z1,y1, 21,t1) et My = (29, Yo, 22, t2) par® :

As? =Pty —t1)? — (w2 —21)> — (Y2 —y1)® — (22 — 21)?

On voit facilement que cette quantité, appelée « carré de 'intervalle entre les événements My et My »
est invariante par translations et rotations spatiales